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1 Definicoes Preliminares

1.1 Introducao aos Jogos Nao-Cooperativos

Definicao 1 Jogo

E uma situagio de escolha individual onde hd interdependéncia. Um individuo imerso em um grupo tem que
tomar decisoes que sao tais que os resultados que ele ird obter também depende das decisoes que sao tomadas
pelos outros individuos.

Observagao 1 Doravante nos referimos aos individuos participantes de um jogo como sendo jogadores.

Definicao 2 Conjunto de Jogadores
Indicaremos por I o conjunto dos jogadores, que é um conjunto finito, que pode ser apresentado através de
uma listagem de seus elementos:
I={1,..,1I}.
Nos referiremos por i como um jogador arbitrdrio, i.e., i € 1

Definicao 3 Conjunto de Estratégias Puras de um Jogador i € |
Indicaremos por S; o conjunto das estratégias puras do i-ésimo jogador. Assim, se o jogador possuir k; € N
estratégias puras, entdo o conjunto de estratégias do jogador i serd uma listagem: S; = {s},s?, ..., sf}2

Observagao 2 Nos referiremos por s como sendo a j-ésima estratégia do i-ésimo jogador, i.e., sl € S;.
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ISeguiremos a tradigdo na literatura e denotaremos o tltimo elemento deste conjunto pelo mesmo simbolo do préprio conjunto.

2 Ao longo destas notas consideraremos S; C R¥i.



Notacao 1 Combinacao de Estratégias Puras
Seja S o produto cartesiano das combinagoes de estratégias dos jogadores:
5251X52X...XS[, ]
Se cada jogador escolher uma estratégia pura s] € S;, entio denotaremos por s = (s1, S2, ..., S1) a combinag@o
de estratégias puras escolhidas por todos os jogadores, i.e.:
(81,82,...,81) € S1 X Sy X ... x Sp, ou, simplesmente, s € S.
Uma simplificagdo muito 4til consiste em definir o conjunto das combinagdes de estratégias puras de todos
0s outros jogadores que nao um i-ésimo por:
S,i = Sl X SQ X ... X 51;1)( Sﬁ,l X ..o X S[
que nos permite Teescrever o produto cartesiano das combinagées de estratégias puras como S = S; X S_;.
Assim uma combinagdo de estratégias puras escolhidas pode ser reescrita como s = (s;,5_;), i.e., (8;,5—;) €
Si X S,i.

Definigao 4 Funcao de Utilidade de Bernoulli do Jogador i

Uma funcao u; : S; x S_; — R que a cada combinacao de estratégias puras associa um nidmero real é
chamada fun¢io de utilidade de Bernoulli do jogador i € I, e serd indicada por u;(8;,5—;).

Note que o nivel de utilidade de Bernoulli do jogador v € I depende ndo somente de sua estratégia pura
escolhida, mas, também, da combinagao de estratégias puras escolhidas pelos outros jogadores.

Definicao 5 Jogo na Forma Normal
A tripla: T = (I; {S; V1 {ui(si, s_) Y_y)
onde: I é o conjunto dos jogadores, I = {1,...,1};
S; é o conjunto de estratégias do i-ésimo jogador, ¥ i € I;
u;i(8i,8—;) € a funcdo de utilidade de Bernoulli do i-ésimo jogador, ¥V i € I.
representa um jogo na forma normal.

Observagao 3 Seja I' um jogo na forma normal. Dizemos que o jogo é finito se S; X S_; < oo.

Exemplo 1 Par ou Impar )
I'= ({1,2};{(s; = Par,s? = Impar)}i_y, {ui(s1, 52) }ioy }

onde: up(st,s3) = 1,ui(st, s3) = —1,ui(s?,83) = —1,us(s3,83) = 1;
u(st, s3) = —1,ua(st, s3) = 1,ua(s?,83) = 1,uz(s?,s3) = —1.
Este jogo pode ser representado através da forma bi matricial:?
2
Par  Impar

1 Par (1,-1) (-1,1)
Impar (-1,1) (1,-1)

Quando o conjunto das estratégias puras dos jogadores for um conjunto finito entdo podemos estar interes-
sados em analisar situagoes onde os jogadores formam estratégias considerando distribuices de probabilidades
sobre suas respectivas estratégias puras. Tais estratégias, assim formadas, serao chamadas de estratégias mistas.

3Doravante, quando que nos referirmos a jogos finitos com 2 jogadores (i.e., jogos onde cada um dos jogadores possui um
conjunto finito de estratégias puras) utilizaremos a representagao bimatricial.



Definicao 6 Medida de Probabilidade (Aditiva) sobre o Conjunto das Estratégias Puras de um
Jogador i € I
Seja S; um conjunto finito de estratégias puras do jogador .
Uma funcio o; : 25 — [0,1] é chamada medida de probabilidade (aditiva) sobre S; se ela satisfizer as
sequintes propriedades:
Z) O'i(m) = 0,’
ZZ) O'Z(Sl) = 1,’
i4i) Para todo A, B € 2%, com ANB = (: 0;(AUB) = 0;(A) + 04(B).

Definigao 7 Simplexo Unitdrio Linear

Suponha que o i-ésimo jogador possua k; (€ N) estratégias puras em S;.

O simplexo unitdrio linear é o conjunto de medidas de probabilidades (aditivas) sobre S;, e serd denotado
por A(S;), definido do seguinte modo:

A(S;) ={(0},0%,..,00) eRY ;Y ol =13
j=1

~ ki—1
Observagao 4 A(S;) € Ry .

Definicao 8 FEstratégia Mista de um Jogador i € I
FEstratégia mista de um i-ésimo jogador é uma medida de probabilidade (aditiva) sobre seu respectivo con-
junto de estratégias puras, i.e., o; € A(S;).

Definigao 9 Conjunto de Estratégias Mistas do Jogador i € I
Indicaremos por A(S;) o conjunto das estratégias mistas do i-ésimo jogador. Assim, se o jogador possuir
k; estratégias puras, entao o conjunto de estratégias mistas do jogador v serd uma listagem:
1 .2 kl)

0; = (07,07,...,0;
j

onde o; € a probabilidade que o i-ésimo jogador atribui & escolha da j-ésima estratégia pura.

Notagao 2 Combinacao de Estratégias Mistas
Seja A(S) o produto cartesiano das combinagdes de estratégias mistas dos jogadores:
A(S) = A(S1) x A(S2) X ... x A(ST).
Se cada jogador escolher uma estratégia mista o; € A(S;), entdo denotaremos por o = (01,02,...,01) @
combinacao de estratégias mistas escolhidas por todos os jogadores, i.e.:
(01,09,...,01) € A(S1) x A(S2) X ... x A(S]), ou, simplesmente, o € A(S).
Uma simplificacao muito 1util consiste em definir o conjunto das combinacgoes de estratégias mistas de todos
0s outros jogadores que nao um i-ésimo por:
A(S,Z) = A(Sl) X A(SQ) X ... X A(Si,l)x A(SZ+1) X ..o X A(S[)
que nos permite reescrever o produto cartesiano das combinagoes de estratégias mistas como A(S) = A(S;) x
A(S_;).
Assim uma combinagdo de estratégias mistas escolhidas pode ser reescrita como o = (04,0_;), i.e., (0;,0_;) €

Observagao 5 Se as estratégias mistas sao permitidas entdo a escolha individual deixa de ocorrer em um
ambiente com certeza e passa a ocorrer em um ambiente com risco. A axiomatizagdo das escolha individual
sob risco foi feita por von Neumann e Morgenstern [1944).



Defini¢ao 10 Func¢ao de Utilidade Esperada de von Neumann-Morgenstern do Jogador i € 1

Uma fungao U; : A(S;) X A(S—;) x R — R que a cada combinagdo de estratégias mistas escolhida pelos
jogadores e uma funcao de utilidade de Bernoulli associa um nimero real é chamada de funcao de utilidade
esperada de von Neumann-Morgenstern do jogador i € I, e serd indicada por U;(c;,0-;) e é definida como se
seque:

Ui(oi,0-;) = > oi(si)o—i(s—i)ui(si, 5-i)
(8i,8-7)ES;xS_1
Onde: 0;(s;) € a probabilidade que o i-ésimo jogador atribui & escolha da estratégia pura.s; € S;.

Observagao 6 Note que o nivel de utilidade do jogador ¢ € I depende nao somente de sua escolha, como
também da combinacgdo das estratégias escolhidas pelos outros jogadores.

Definicao 11 Jogo na Forma Normal Modificado (com Estratégias Mistas)
A tripla: T" = (I; {A(S) Y _1; {Ui(os,0-0) Y]
onde: I é o conjunto dos jogadores, I = {1,...,1};
A(S;) é o conjunto de estratégias mistas do i-ésimo jogador (i € I);
Ui(oi,0_;) é a funcao de utilidade esperada de von Neumann-Morgenstern do i-ésimo jogador (i € I).
representa o jogo na forma normal modificado (com estratégias mistas).

Exemplo 2 Jogo de Par ou Impar com Estratégias Mistas
= ({12} {{(oF*, 0!™") € R%; 0P + 0/ ™" = 12, {Ui(01,02)}2y)
Pam quaisquer (01,02) € A(S;) x A(S_Z) as utilidades esperadas dos jogadores sio definidas do sequinte
modo:
Ui(o1,02) = 0" 08" u;(s1, s3) + o "o émp‘"uz(Si s3)+
+o Imm Pmuz(sl’SQ)_i_a_lmpm Impa'rul(S%S%)
Substituindo as utilidades dos Jogadores alcangadas para cada combinagao de estratégias puras, teremos:
Ur(o1,02) = oo (1) + oF o ob ™7 (1) 4 o} ™" o Lo (— 1)+0fmp”0§mw(1); e

Us(o1,02) = oF 787 (=1) + oL o] ™7 (1) + o{ ™ ok (1) + 0] ™7 0} "7 (1),

2 A Racionalidade Individual com Interdependéncia e a Eliminagao
Iterada de Estratégias Estritamente Dominadas

Suponha que um individuo possua escolhas em um conjunto S, e que suas preferéncias possam ser representadas
através de uma fungdo de utilidade u : S — R que a cada escolha, s € S, associa um nimero real, que
indicaremos por u(s). A racionalidade em um problema de escolha individual, se resume & escolha da alternativa
mais preferivel dentre todas as possiveis (i.e., aquela que dd a maior utilidade):

Definigao 12 Racionalidade Individual
Se o individuo possui escolhas em um conjunto S, e suas preferéncias podem ser representadas por uma
funcao de utilidade u : S — R, entao dizer que ele posssui uma a racionalidade individual equivale & dizer que
ele ird escolher s* € S, tal que:
u(s*) > u(s), para toda s € S
De outro modo, o individuo ird escolher s* € S, tal que:

*
¥y l)

Se voltarmos ao exemplo do jogo "Par ou Impar", podemos observar que a aplicacéo do conceito de racional-
idade individual nao nos permite extrair qualquer conclusao a respeito da escolha de qualquer um dos jogadores.



2.1 A Racionalidade Individual com Interdependéncia

Apresentaremos, nesta subsecao, uma breve discussao sobre o que se constitui a escolha individual em situagoes
onde hé interdependéncia, i.e. 0 que se constitui a racionalidade de um jogador em um jogo.

Definicao 13 FEstratégia Estritamente Dominante
Uma estratégia estritamente dominante para o jogador i € I, em um jogo T, é uma estratégia s; € S; tal
que para quaisquer que sejam as combinagdes de estratégias escolhidas pelos outros jogadores, s_; € S_;, vale
que:
wi(sh, 5—i) > ui(si,5—;), para toda s;, s, # s; € S;.

Se, em um jogo I', cada um dos jogadores possuir uma estratégia estritamente dominante, entao a racional-
idade com interdependéncia reduz-se & racionalidade individual, o que nos permite prever qual serd o resultado
do jogo: cada jogador ird escolher a sua estratégia estritamente dominante. Isto nos remete ao seguinte:

Axioma 1 1° Principio de Racionalidade para Jogos:
“Se o0 individuo i € I, em um jogo I', vé-se diante de um problema de escolha interdependente e s. € S; for
Jog p 74 i
uma estratégia estritamente dominante, entdo o jogador i escolhe s;.

Definigao 14 Equilibrio em Estratégias Estritamente Dominantes

Seja (8i,5-;) € S; X S_; uma combinagdo de estratégias em um jogo T.

A combinacao de estratégias (s}, s_;) representa um equilibrio em estratégias estritamente dominantes se,
para todo i € I, a estratégia s, € S; for estritamente dominante.

Observagao 7 Se,em um dado jogo T', a combinagao de estratégias (s}, s' ;) € S; x.S_; representa um equilibrio
em estratégias estritamente dominantes, entdo esta combinacao serd a solug¢ao do jogo.

Exemplo 3 Dilema dos Prisioneiros

2
Conf. Nao Conf.
1 Conf. (—8,-8)  (0,-10)
Nao Conf. (-10,0) (-1,-1)
Qualquer que seja a atitude do outro individuo, confessar é sempre a melhor estratégia para qualquer
um dos individuos. Logo (Conf.,Conf.) serd a solugdo do jogo.

O seguinte exemplo mostra que nem sempre os jogadores possuem estratégias estritamente dominantes, o
que implica que o conceito de equilibrio em estratégias estritamente dominantes nem sempre permite obter a
solucao do jogo.

Exemplo 4 Dilema dos Prisioneiros Ampliado I

2
e d

a (-8,-8) (0,—10)
1 b (-10,0) (-1,-1)
c (-8,-8) (—1,-10)
Podemos observar que o jogador 2 possui uma estratégia estritamente dominante, e. Por outro lado,
o jogador 1 nao possui uma estratégia estritamente dominante, logo nao existe um equilibrio em estratégias
estritamente dominantes.



Como acabamos de ver, o conceito de equilibrio em estratégias estritamente dominantes ¢ um conceito
muito forte. Faremos agora uma caracteriza¢ao mais ampla de conceitos de estratégias que nos permintirao
alcancar um conjunto de combinagoes de estratégias mais restritas em um jogo, que em alguns casos pode
representar a solugdo do jogo (quando a combinagao de estratégias mais ”restritas” for tnica).

Definicao 15 Estratégia s; Fracamente Dominante sobre outra Estratégia s/
Uma estratégia s; € S; domina fracamente uma outra estratégia s € S;, para o jogador i € I, em um jogo
I, se, para quaisquer que sejam as combinacgdes de estratégias escolhidas pelos outros jogadores, s_; € S_;,
vale que:
wi(8h,8-1) > ui(s, s—;)
Com desigualdade estrita para pelo menos uma combinagdo de estratégias s'_; € S_;,escolhida pelos outros
jogadores:
ui(si, s75) > ui(si, sL)

(2l —1

Definigao 16 FEstratégia Dominante
Uma estratégia dominante para o jogador i € I, em um jogo T, é uma estratégia s; € S; tal que para
quaisquer que sejam as combinagdes de estratégias escolhidas pelos outros jogadores, s_; € S_;, vale que:
wi(sh, 8-;) > ui(8s,8—4), para toda s;, s, # s; € S;.
Com desigualdade estrita para pelo menos uma combinagdo de estratégias s'_; € S_;,escolhida pelos outros
jogadores, i.e.:
ui(si, sL;) > ui(si, sL)
De outro modo, uma estratégia dominante para o jogador i € I, em um jogo I', é uma estratégia s; € S;
que é fracamente dominante sobre todas as outras estratégias s;, sg #+ 8 €5;.

O exemplo a seguir mostra que nem todo jogo possui estratégias dominantes.

Exemplo 5 Dilema dos Prisioneiros Ampliado I1

2
e d

a (—8,-8) (0,-10)
1 b (-10,0) (-1,-1)
¢ (0,-8) (—8,-10)
Suponha que ambos os jogadores escolham de acordo com o 1° principio de racionalidade. Aplicado a
este jogo a tnica coisa que podemos dizer é que o jogador 2 escolhe e (pois o jogador 1 nao possui nenhuma
estratégia dominante). Logo, aplicando o 1° principio, ndo obteremos uma boa previsio sobre a solu¢io do

jogo.

Definicao 17 Estratégia Dominada
Uma estratégia dominada para o jogador i € I, em um jogo T', é uma estratégia s € S; se existir pelo
menos uma outra estratégia s, € S;, se, para quaisquer que sejam as combinagdes de estratégias escolhidas
pelos outros jogadores, s_; € S_;, vale que:
ui(si,5-5) > ui(s],5-4),
com desigualdade estrita para pelo menos uma combinagdo de estratégias s'_; € S_; escolhida pelos outros
jogadores:
ui(sh, s ;) > u(s),s;).
De outro modo, uma estratégia dominada para o jogador i € I, em um jogo T, é uma estratégia s € S; tal
que existe pelo menos uma outra estratégia s;, sg’ # s, € 8; que é fracamente dominante sobre ela.

Observagao 8 Se,um dado jogo I', o jogador i € I possuir wma estratégia s, € S; que é estritamente domi-

nante, entao todas as outras estratégias s, s; # s € S; sao estratégias dominadas por ela.



Definicao 18 FEstratégia Estritamente Dominada
Uma estratégia estritamente dominada para o jogador i € I, em um jogo I', é uma estratégia, s € S;, se
existir pelo menos uma uma outra estratégia s; € S; tal que para quaisquer que sejam as estratégias escolhidas
pelos outros jogadores, s_; € S_;, vale que:
wi(s), s—;) > u;i(s),s—;).

Observacao 9 Se, um dado jogo I', o jogador i € I possuir wma estratégia s, € S; que é estritamente domi-
nante, entao todas as outras estratégias s, si # s € S; sao estratégias estritamente dominadas por ela.

7

Exemplo 6 Dilema dos Prisioneiros Ampliado IT (Continuacdo)
Note, que, independentemente da estratégia escolhida pelo jogador 2, o jogador 1 nunca escolherd a estratégia
b (pois é estritamente dominada, tanto por a quanto por c).

Os conceitos discutidos até aqui estao relacionados a jogos onde sao permitidas somente escolhas de estraté-
gias puras pelos jogadores. O exemplo a seguir mostra que se considerarmos somente escolhas de estratégias
puras, pode ser que ndo seja possivel fazer qualquer eliminagdo de estratégias.

Exemplo 7 Par ou Impar Ampliado
2
e d
a (17_1) (_171)
1 b (-1,1) (1,-1)
¢ (,0)  (a,0)
Podemos notar que nenhum dos jogadores possui uma estratégia estritamente dominada.

,a <0

Redefiniremos o conceito de estratégias estritamente dominadas considerando jogos onde sao permitidas as
escolhas de estratégias mistas.?

Definicao 19 Estratégia Estritamente Dominada (Estratégias Mistas)
Uma estratégia estritamente dominada para o jogador i € I, em um jogo I', é uma estratégia, s € S;
, se ezistir pelo menos uma uma outra estratégia o, € A(S;) tal que para quaisquer que sejam as estratégias
escolhidas pelos outros jogadores, o_; € A(S_;), vale que:
Ui(Jg, 0_1') > Ui(S;/, O'_i).

Observagao 10 Doravante, a menos que especifiquemos o contrdrio, sempre que estivermos procurando por
estratégias estritamente dominadas estaremos considerando jogos onde sao permitidas estratégias mistas.

48e estivermos considerando um jogo I', entdo o conceito de estratégias puras pemanece vélido.

Suponha, inicialmente, um jogo I' em que o jogador ¢ € I possua k; € N estratégias puras. O conjunto de estratégias puras
deste jogador pode ser escrito como:
ki
Si = {8117 teey S;v ceey Si }
Se, por outro lado, estivermos considerando um jogo I'” - onde sdo permitidas escolhas em conjuntos de estratégias mistas, A(S;)
-, uma estratégia mista do jogador ¢ € I pode ser escrita como:
k.
oi =(0},...,00,...,0") € A(S;)

(3

Notagao 3 Sempre que nos referiremos o estratégia pura s; € S;, do jogador i € I, em um jogo I, estaremos equivalentemente
nos referindo a estratégia mista degenerada: o; = (0,...,1,...,0) € A(S;)
onde: oi(s;) =1 e 0s(s;) =0 para todo s;, s, # s; € S;.



Exemplo 8 Par ou Impar Ampliado (Continuacdo)

A estratégia pura do jogador 1, ¢ € Sy é estritamente dominada pela estratégia mista o1 = (%, %, 0) € A(S1)
(que associa probabilidade % a escolha da estratégia a € S1, probabilidade % a escolha da estratégia b € S e
probabilidade 0 a escolha da estratégia c € S1.

Axioma 2 2° Principio de Racionalidade para Jogos:
“Se o individuo i € I, em um jogo I”, vé-se diante de uma problema de escolha individual em um problema
de interdependéncia e a estratégia s; € S; é estritamente dominada, entdo s; nunca serd escolhida”.

Exemplo 9 Dilema dos Prisioneiros Modificado II (Continuag¢do)

Aplicando o 2° principio de racionalidade, podemos eliminar um conjunto de combinacdes de estratégias
que nao serdo escolhidas (pois os jogadores ndao escolherdo estratégias estritamente dominadas), o que ja se
aprozima de uma combinagdes de estratégias que poderiam representar o equilibrio do jogo (uma vez que, além
de saber que 2 escolhe e, sabemos também que o jogador 1 escolherd a ou c).

Exemplo 10 Par ou Impar Ampliado (Continuacgdo)
Aplicando o 2° principio de racionalidade, podemos eliminar a estratégia pura ¢ € S1 do jogador 1. Note
que, com a eliminag¢do desta estratégia, voltamos & configuracio usual do jogo Par ou Impar.

Proposigao 1 2° Principio de Racionalidade = 1° Principio de Racionalidade

Prova. Por contraposigao.
Seja um jogo na forma normal:
D= (LS H g {walsi s—i) Hoy)
onde: I é o conjunto dos jogadores, I = {1,...,1};
S; € o conjunto de estratégias do i-ésimo jogador, V i € I;
u;(8;,8—;) € a fungdo de utilidade de Bernoulli do i-ésimo
jogador, Vi € I.

Suponha que um jogador ¢ € I, em I', possua uma estratégia estritamente dominante, s, € 5; i.e.,
uma estratégia que é tal que, para quaisquer que sejam as combinagoes de estratégias escolhidas pelos outros
jogadores, s_; € S_;, vale que:

w; (s}, 8-;) > ui(s;, 5—4), para toda s;(# s}) € S;.

A negagao do 1° principio de racionalidade equivale & hipé6tese de que s, nao serd escolhida, i.e., uma
outra estratégia s; € S; serd escolhida.

Do fato que a estratégia s, é estritamente dominante, segue-se que, para quaisquer que sejam as
combinagdes de estratégias escolhidas pelos outros jogadores, s_; € S_;, qualquer outra estratégia s;(# s;) € S;
que for escolhida é estritamente dominada. Em particular, se s; = s/

wi(sh,8-4) > ui(sy, s—;)

Segue-se dai que o jogador ¢ € I estard escolhendo uma estratégia estritamente dominada, o que se

constitui na negacao do 2° principio da racionalidade. m

O seguinte exemplo mostra que a volta nao vale:

Exemplo 11 Dilema dos Prisioneiros Ampliado II (Continuac¢do)
1° Principio de Racionalidade # 2° Principio de Racionalidade
Vimos que aplicando o 1° principio de racionalidade nao obteremos uma boa previsdo sobre a solugdo
do jogo.

Observagao 11 Doravante, sempre que nos referirmos a racionalidade individual em situagoes de interde-
pendéncia estratégica estaremos equivalentemente aplicando o 2° principio de racionalidade para jogos.



2.2 O Conhecimento Comum da Racionalidade e a Eliminagao Iterada de Es-
tratégias Estritamente Dominadas

Apresentaremos, a seguir, uma idéia heuristica de conhecimento.No apéndice A é apresentada uma breve
introdugao ao conceito de conhecimento comum.

Axioma 3 Conhecimento
“O jogador i € I, em um jogo I, sabe que os outros jogadores j, (i # j € I) sao racionais”.

Se cada jogador for racional e, além disso, se este axioma vale (para cada um dos jogadores) entdo é como
se existisse uma hipdtese implicita de que “cada jogador sabe que os outros jogadores sabem qual é o jogo”.

Exemplo 12 Dilema dos Prisioneiros Ampliado II (Continuac¢do)
O operador conhecimento é definido a partir das hipdteses que os jogadores fazem uns em relacdo aos outros:
i) Os jogadores sao racionais. Assim o jogador 1 ndo escolhe b e o jogador 2 nao escolhe d;
i1) O individuo 1 sabe que 2 é racional. Isto quer dizer que 1 sabe que 2 escolhe e (aplicando recursi-
vamente o operador conhecimento sobre a racionalidade) Assim, sabendo que o jogador 2 é racional e sendo
racional, isto quer dizer que o jogador 1, escolhe c.
Logo, se os jogadores sao racionais e se o jogador 1 sabe que o jogador 2 é racional entdo a combinacao de
estratégias (c, e) representard a solu¢ao deste jogo.

O principio da eliminacao iterada de estratégias estritamente dominadas consiste em aplicar sucessivamente
o operador conhecimento e a eliminacao de estratégias estritamente dominadas remanenscentes de cada iteragao
anterior até que se alcange uma combinacao de estratégias dos jogadores em que nao exista mais nenhuma
estratégia estritamente dominada, para qualquer um dos jogadores. Veremos que nem sempre este procedimento
nos permite indicar a solugao de um jogo.

Exemplo 13 Dilema dos Prisioneiros Ampliado IIT
2
e d f
a (—8,-8) (0,-10) (—8,0)
1 b (-10,0) (-1,-1) (-10,-8)
¢ (0,-8) (-8,-10) (0,0)
Sendo racional o jogador 1 nao escolherd a estratégia b (pois é estritamente dominada por a). Por sua vez,
a racionalidade do jogador 2 implica que ele nao escolherd a estrtégia d (que é estritamente dominada por e).
Assim, eliminamos as combinagées de estratégias dos jogadores que envolvem a escolha da estratégia b pelo
jogador 1 e da estratégia d pelo jogador 2.
Se o jogador 1 sabe que o jogador 2 é racional (e, portanto, nio escolherd a estratégia d) entao ele escolherd
a estratégia c (a estratégia a nao é escolhida, pois é estritamente dominada). Similarmente, se o jogador 2
sabe que o jogador 1 é racional (e, portanto, ndo escolherd a estratégia b) entdo ele escolherd a estratégia f (a
estratégia e nao é escolhida, pois é estritamente dominada)
Assim, apds 2 iteragdes do axioma do conhecimento a combinacdo de estratégias (c, f) é a tnica que resiste
o eliminacao iterada de estratégias estritamente dominadas e se constituird, portanto, na solucdo do jogo.

Proposigao 2 Se, do processo de eliminagao iterada de estratégias estritamente dominadas, a combinagdo de
estratégias (s;,s"_;) € S; x S_; for a dnica remanescente entdo ela serd a solugdo do jogo.

Prova. Omitida. m



Exemplo 14 Par ou Impar (Continuacdo )
Quaisquer combinagdes de estratégias puras dos jogadores resistem a eliminagdo iterada de estratégias es-
tritamente dominadas.

O jogo "batalha dos sexos” é um outro exemplo onde quaisquer combinagoes de estratégias resiste a elimi-
nacao iterada de estratégias estritamente dominadas.

Exemplo 15 Batalha dos Sexos

2
Balé Boze
1 Balé (2,1) (0,0)
Boxze (0,0) (1,2)
Utilizando os conceitos ja apresentados vemos que qualquer combinacao de estratégias deste jogo resiste a
eliminacao iterada de estratégias estritamente dominadas.

Definigao 20 Equilibrio que Resiste a Eliminacoes Iteradas de Estratégias Estritamente Domi-
nadas

Iteracdes sucessivas do axioma de conhecimento e da racionalidade dos jogadores acabam conduzindo & um
conjunto de combinacgao de estratégias que resiste a eliminacdo iterada de estratégias estritamente dominadas,
que Tepresentardo as combinagoes de estratégias que sdo de conhecimento comum® que podem vir a serem
escolhidas.5

Observagao 13 Em um jogo I' o nimero de iteragoes necessdrias para se alcangar a combinacao de estratégias
que Ttesiste a eliminacdo iterada de estratégias estritamente dominadas nao serd maior do que a soma das
estratégias puras dos individuos.

Proposicao 3 Seja (s;,s—;) € S; X S_; uma combinacdo de estratégias em um jogo T".

Se a combinagao de estratégias (s}, s_;) representar um equilibrio em estratégias estritamente dominantes,
entdo (s;,s"_;) também serd um equilibrio que resiste & eliminagdo de uma dnica iteragio de estratégias estri-
tamente dominadas.

Prova. Omitida. =

O seguinte exemplo mostra que a volta nao é verdade:

Exemplo 16 Batalha dos Sexos (Continuagdo)

Vimos que qualquer combinacao de estratégias deste jogo resiste & eliminagao iterada de estratégias estrita-
mente dominadas. Entretanto, nenhuma combinagdo de estratégias,(s1, s2) € Sy X Sz, representa um equilibrio
em estratégias estritamente dominantes.

[

Observagao 12 Bernheim e Pearce [1984] apresentaram uma defini¢cdo de equilibrio — equilibrio racionalizdvel — cuja inspira¢ao
é a mesma da eliminacgao iterada de estratégias estritamente dominadas, mas cuja formalizagdo é diferente. Entretanto, no caso
de jogos finitos com dois jogadores estes dois conceitos sao equivalentes.

Tan e Werlang (1988) mostraram que conhecimento da racionalidade até itera¢ao de nivel k é equivalente a equiltbrio racional-
izdvel de nivel k.

6Esta ¢ a idéia heuristica de conhecimento comum: todos os jogadores sio racionais, cada um dos jogadores sabe que todos os
outros jogadores sao racionais, cada um dos jogadores sabe que todos os jogadores sabem que todos os jogadores sao racionais,
ad infinitum. Conhecimento comum foi inicialmente estudado por Aumann [1976]. Tan e Werlang [1988] estenderam esse conceito
para jogos.

10



3 O Equilibrio de Nash

Suponha que se tenha atingido um conjunto de combinagGes de estratégias que resistem a eliminacgao iterada
de estratégias estritamente dominadas’. Se, além disso, adicionarmos a hipétese de que qualquer um dos
jogadores ¢ € I sabe qual serd a combinagéo de estratégias jogadas pelos outros jogadores (i.e., o que é jogado é
conhecido) entdo esta combinagéo de estratégias possui a propriedade de que uma vez que cada jogador tenha
feito a sua escolha, que, conforme veremos, ¢ uma resposta 6tima em relagdo & combinacdo de estratégias
escolhidas pelos outros jogadores (o que é verdadeiro para cada um dos jogadores) entdo nenhum dos jogadores
se arrependerd de suas escolhas. Assim, ainda que cada jogador pudesse escolher outras estratégias, nenhum
deles teria ganho ao se desviar da combinagao de estratégia em questao. Esta é a esséncia do equilibrio de nash

que discutiremos nesta segao.

3.1 Equilibrio de Nash em Estratégias Puras

Definigao 21 Equilibrio de Nash em estratégias puras
Seja (8i,5-;) € S; X S_; uma combinagdo de estratégias em um jogo T.
A combinagao de estratégias (s}, s’_;) representa um equilibrio de Nash se, para todo i € I , valer que:
wi(sh,8;) > ui(ss, 8";), para todas s; € S;.
De outro modo, para todo i € I, a estratégia s; € S;, € tal que:
s max u;(s;, sL,)"

Exemplo 17 Batalha dos Seros (Continuagdo)

As combinagoes de estratégias (boxe,boxe) e (balé,balé) representam equilibrios de Nash em estratégias
puras.

Note que a definicao de equilibrio de Nash nao permite escolhas entre equilibrios (i.e., nao podemos afirmar
que, dentre vdrios equilibrios de Nash um deles represente o ”status quo”)

Definigao 22 Correspondéncia de Melhor Resposta do i-ésimo jogador

Seja (s;,5—;) € S; X S_; uma combinagao de estratégias em um jogo T'.

A correspondéncia F : S; — R que a cada (s;,s";) € S; x S—; (com s, € S_; fixo) associa um subconjunto
de valores reais, definida por F(s;) = u;(s;,s";), é chamada de correspondéncia de melhor resposta por parte
do i-ésimo jogador.

Teorema 1 Exzisténcia de Equilibrio de Nash (em Estratégias Puras)
Seja (84,5-;) € S; X S_; uma combinagdo de estratégias em um jogo T.
Suponha que, para todo i € I:

i) Existam k; € N tais que S; C R¥i;

i1) S; é ndo vazio, compacto e convexo;

i) u; : S, x S_, = R é continua em S, x S_,;

i) u;: S, x S_, = R é quase-céncava em s; € S;, para toda s'_; € S_;.
Entdo existe (sh,s' ) que é Equilibrio de Nash.”

Prova. Omitida. =

"Esta hip6tese nfio é necessdria se estivermos considerando somente estratégias puras.

81sto é, em um equilibrio de Nash, a estratégia de equilibrio de cada jogador é uma melhor resposta a crenca de que os jogadores
irdo adotar as suas estratégias de equilibrio.

9No caso de jogos finitos (i.e., jogos com um nimero finito de jogadores, cada um dos quais com conjuntos de estratégias finitas)
nao podemos assegurar a existéncia de Equilibrio de Nash, como por exemplo no jogo ”"Par ou Impar”.
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Exemplo 18 Oligopdlio de Cournot
Cournot admite um mercado onde n empresas concorram para a produdo de um produto homogéneo, onde a
curva de demanda inversa é P = f(Q) (por exemplo, P = max{a — bQ;0}, com a,b > 0), sendo Q o total das
quantidades vendidas pelas n empresas. Designando por q; a quantidade produzida pela i — ésima empresa, por
Ci(qi) o custo de produgdo dessa quantidade e supondo que as quantidades vendidas sejam iguais as produzidas
(i.e,Q = q, +q, + ... + qn), 0 lucro da i — ésima empresa serd:
7i(¢i,q—i) = P.gi — Ci(@:) = fle1 + @2 + ... + qn)-q; — Ci(@:)

Por hipdtese, a fungdo lucro serd continua em todas as suas varidveis, concava em q; e que 0 < q; < q;

Cada empresa (i = 1,...,m) ird escolher ¢f de modo a mazimizar o seu lucro tomando como dadas as
quantidades escolhidas pelas concorrentes.

Mais especificamente, considere o duopdlio onde as duas empresas possuam custos fixos nulos e custos
marginais iguais: Ci(¢;) = qi, © = 1,2. A fungdo de demanda, na sua forma inversa é dada por: P =
maz{2 — Q;0}, onde Q = ¢1 + ¢o.

Os lucros das empresas serdo:

(0, 4,) =24 — @) —aq

=>q =q=1/3
7T2(q1,q2) = (2 -4 — qz)qz — 4, N © /

Exemplo 19 Oligopdlio Cartelizado

Ocorre quando as firmas decidem se juntar de modo a conjuntamente escolher o nivel de produgdo de modo
a mazimizar o lucro agregado. Entdo, cada produtor individual ird estar tentado a produzir mais dado que ele
pensa que os outros irao manter a produ¢do combinada. Dado que todos pensardo da mesma forma, entao cada
um acabard produzindo a quantidade de Cournot, o que mostra que a solug¢ao cartelizada nao é estdvel.

Proposicao 4 Seja (s;,5-;) € S; X S_; uma combinagao de estratégias em um jogo I.
Se (s}, s";) for um equilibrio em estratégias estritamente dominantes entio (s}, s’;) serd um equilibrio de
Nash.

Prova. Omitida. =

O seguinte exemplo mostra que a volta nao vale:

Exemplo 20 Batalha dos Seros (Continuagdo)
Vimos que as combinagoes de estratégias puras (boxe,boxe) e (balé, balé) representam equilibrios de Nash em
estratégias puras, entretanto, nenhuma delas representa um equilibrio em estratégias estritamente dominantes.

Proposicao 5 Seja (s;,5-;) € S; X S_; uma combinagdo de estratégias em um jogo I.
Se (s, 8";) for um equilibrio de Nash entao (s}, s_;) resiste ao processo de eliminagdo iterada de estratégias
estritamente dominadas.

Prova. Omitida. =

Proposicao 6 Seja (s;,s_;) €.S; X S_; uma combinagdo de estratégias em um jogo I.
Se, do processo da eliminagao iterada de estratégias estritamente dominadas, a combinac¢do de estratégias
(s%,s";) for a dnica que resiste, entao (s}, s’;) serd o unico equilibrio de Nash do jogo T.

Prova. Omitida. =

12



3.2 Equilibrio de Nash em Estratégias Mistas.

Vimos na subsecao anterior que o conjunto das combinagoes estratégicas que resiste a eliminagao iterada de
estratégias estritamente dominadas e nao vazio, e que quando for unitdrio entao a combinacao de estratégias
representard a solucdo do jogo. Caso o conjunto de combinagles de estratégias ndo seja unitdrio entdo o
equilibrio de Nash em estratégias puras permite alcancar uma solucio do jogo. O jogo ”Par ou fmpar” serve
para mostrar que nem sempre é possivel obter um equilibrio de Nash em estratégias puras. Entretanto, se
estratégias mistas forem permitidas, podemos assegurar que todo jogo finito possui pelo menos um equilibrio
de Nash em estratégias mistas, que se constituird na solugao do jogo caso seja unico.

Definigao 23 FEquilibrio de Nash em FEstratégias Mistas
Seja (04,0-;) € A(S;) x A(S—;) uma combinagdo de estratégias em um jogo T".
A combinagao de estratégias (o}, 0’ ;) representa um equilibrio de Nash em estratégias mistas se, para todo
1 € I, valer que:
Ui(o},0";) > Ui(os,0",), para todas o; € A(S;).
De outro modo, o; maximiza a utilidade esperada do jogador i € I, do seguinte modo:
! / / !
ol max U;(0;,0";) & o, max >, oi(si) >, ol ;(s—i)ui(si, s—4)
o i 5;€8; 5_;€S_;
Onde: 0;(s;) € a probabilidade do individuo i € T jogar s; € S;.

Exemplo 21 Par ou Impar (continuagao)

A combinagio de estratégias (o7, 08"") = (3,4) ¢ o equiltbrio de Nash em estratégias mistas deste jogo.

Como este equilibrio é tinico no jogo entdo ele representa a solugdo.

Teorema 2 Nash (1951)
Ezxisténcia de Equilibrio de Nash em FEstratégias Mistas
Todo jogo I possui pelo menos um equilibrio de Nash em estratégias mistas.

Prova. Omitida. m

Coroldrio 1 Seja (s;,8_;) € S; x S_; uma combina¢dio de estratégias em um jogo T.
Se (s%,s";) for um equiltbrio de Nash (em estratégias puras) em um jogo I', entdo (o}, 0" ;) € A(S;)xA(S_;)
é um equilibrio de Nash em estratégias mistas no jogo modificado T
onde, para todo i € I: o} € A(S;) € a distribuicao de probabilidade que atribui massa plena & escolha
da estratégia s; € S;.

Prova. Omitida. =

Exemplo 22 Batalha dos Seros (Continuagdo)

Vimos que as combinagdes de estratégias puras (balé,balé) e (boxe,boxe) representam equilibrios de Nash
em estratégias puras. Tais combinacoes de estratégias podem, equivalentemente serem consideradas estratégias
mistas degeneradas:

(balé,balé) €S X8 & (O'Zfalé,a'galé) = (1, 1) S A(Sl) X A(SQ)
(boxe, boxe) € S1 x Sy & (a44¢ 554¢) = (0,0) € A(S1) x A(Ss)

Notemos, ainda que este jogo também possui um outro equilibrio em estratégias mistas (nao degeneradas):
(04714, oheté) = (2,1) € A(S1) x A(S)
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A Conhecimento Comum: Uma Introducgao

”Eu sei determinada coisa”. Como incorporar esse conhecimento na anélise l6gica?

O mundo pode ser descrito por um espago amostral 2, também conhecido como espaco das ”realidades”
representando uma grande incerteza sobre os possiveis estados da natureza que podem ocorrer. Cada w € €2
é uma “realidade” ou realizagdo de um estado da natureza. A “realidade” é representada por um estado a
natureza w € Q. Ter 30°C ou 40°C em Tdkio ¢ irrelevante para a maioria das decisoes que tenho que tomar.

Com esta maneira de olhar o mundo, dizer que algo nao é possivel significa que nao vale em nenhum estado.
Conhecer significa que qualquer que seja o estado da natureza ele terd informagoes parciais sobre tudo ou até
desinformacao tal que existe "mundos” que sdo equivalentes.

Consideremos 2 finito. Seja P(2) o conjunto que contém todos os subconjuntos de §2.

Definigao 24 Algebra de Eventos
Y é uma algebra (de eventos), ¥ C P(Q), se:
i)0ex;
i) Ae Y = A €%
i) A, Be¥ = AUBecX

Cada agente i tem uma parti¢do de 2 que representa o fato de que cada individuo ndo tem informacao
sobre muita coisa, s6 observa a "realidade” parcialmente e diferentemente de outro individuo.

Seja II; uma particao de €2, representando a estrutura de informacao do individuo i. Quanto maior for a
capacidade de distinguir estados da natureza, mais refinado serd o seu conjunto de informacao.

IT;(w) corresponde ao elemento da partigdo II; que compreende w.

Exemplo 23 Considere o langamento de um dado:
0=1{1,2,3,4,5,6}

Seja a particao do jogador I:

Iy = {{27 4, 6}7 {17 3, 5}}

Por outro lado um jogador I, cuja particao é dada por:

1_!II - {{1}7 {2}7 {3}7 {4}7 {5}7 {6}}

E capaz de distinguir exatamente o estado da natureza que ocorreu.

Vocé sabe alguma coisa quando para todos os estados da natureza que puderem ocorrer aquilo é verdadeiro.

Se a realidade for v = 2, entdo o individuo I nao sabe distingui-lo de v = 4, ou v = 6, enquanto que o
indwiduo II sabe distingui-lo dos demais.
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Exemplo 24 Suponha que se saiba que a temperatura ambiente, em um determinado lugar, estd compreendida
entre —30°C' e 50°C' (ou seja, Q2 € [—30;50]°C).

A maneira mais simples de conhecer a temperatura é através da obseracio de um termometro de mercirio
analdgico, embora nosso sentido visual s6 se a capaz de distinguir as temperaturas em intervalos aproximados
por ndmeros inteiros (digitalizando, desse modo, a informagao recebida). A capacidade de percepgio distinguird
0s observadores e determinard qudo mais precisa serd a informagao. Suponha que um individuo, I, possua a
sequinte particao digitalizada da temperatura, com base na medi¢cao do termoémetro analdgico:

Iy = {[-30; —29,5[; [-29,5; —28,5[; ...[-0, 5; 0, 5[...; [48, 5; 49, 5[; [49, 5; 50] }°C

Considere, agora, outro indiwiduo, I1, que ndo possui um termdémetro, mas que tenha um balde d’dgua, tal
que se saiba que a dgua congele exatamente o 0°C'. Portanto, sua particao serd dada por:

Il = {[-30;0;]0; 50]}°C

Desse modo, acabamos de ver que os dois individuos possuem informagoes diferentes sobre os eventos que
podem ocorrer. E nesse contexto que podemos definir uma axiomatizagao sobre a palavra ”saber”.

Definindo um evento (temos que observar qual é o verdadeiro estado da natureza) queremos identificar se
os individuos sao capazes de, observando um estado da natureza, saber se o evento ocorreu ou nao.

”Se w € ) é o estado da natureza, entdo serda que o individuo 7 sabe que o evento A ocorreu?”

Suponha que o evento A é definido por:
A =[-10;10]°C

Se w = 5°C entdo, para o individuo I, II;(5) =4, 5; 5, 5]°C, enquanto que para o individuo I, II;;(5) =
10: 50]°C.

Ora, como (J4,5;5,5] C [—10;10])°C entao isto significa que o individuo I sabe com certeza que o evento
A ocorreu se w = 5°C.

Por outro lado, como (]0;50] € [—10;10])°C entdo isto significa que o individuo II quando obsera a
temperatura de 5°C nao é capaz de distingui-la de, por exemplo, 20°C' e, portanto, ele ndo é capaz de saber
se o0 evento a ocorreu ou nao se w = 5°C.

Consideremos, agora, o evento B, definido por:
B =1[-30;0]

Se w = —5°C entdo, para o individuo I, II;(—5) =] — 5,5; —4,5]°C, enquanto que para o individuo I7,
Il;7(=5) = [-30;0]°C.

Ora, como (] —5,5; —4, 5] C [—30;0])°C entao isto significa que o individuo I sabe com certeza que o evento
A ocorreu se w = —5°C. O mesmo vale para o individuo I, pois ([—30;0] C [—30;0])°C.

Formalizando a frase: 7O individuo 7 sabe que A ocorreu caso w’ seja o estado da natureza”.
Sabemos que o individuo ¢ sabe que o evento A ocorreu, quando w’ é o estado da natureza, se II;(w’) € A.

Defini¢ao 25 O individuo i sabe que o evento A ocorreu caso ' seja o estado da natureza.
Seja K1;(A) = {w € Q1L (w) C A}
Diz-se que o individuo i sabe que o evento A ocorreu caso w' seja o estado da natureza se w' € Ky;(A).

Formalizando a frase: ”O individuo 7 sabe que A ocorreu e sabe que os indivivuos j's sabem que A
ocorreu caso w’ seja o estado da natureza”.
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Definigao 26 O individuo i sabe que o evento A ocorreu e sabe que os indivivuos j’s sabem que o
evento A ocorreu caso w' seja o estado da natureza.

Seja Koi(A) = {w € Q1L (w) C K;(A),V5}

Diz-se que o individuo i sabe que o evento A ocorreu e sabe que os indivivuos j’s sabem que o evento A
ocorreu caso w' seja o estado da natureza se w' € Ko;(A).

Generalizando, formalizamos a frase: 70O individuo i sabe que o evento A ocorreu e sabe que (os
indivivuos j's sabem que)™ o evento A ocorreu caso w' seja o estado da natureza”.

Definigao 27 O individuo i sabe que o evento A ocorreu e (sabe que 0s indivivuos j's sabem que)™
o evento A ocorreu caso W' seja o estado da natureza.

Seja K(m+1),i(4) = {w € Y 1L(w) C Kimj(A4),Yj}

Diz se que o individuo i sabe que o evento A ocorreu e (sabe que os indivivuos j's sabem que)™ o evento A
ocorreu caso w' seja o estado da natureza se w' € Km+1)i(A).

Finalmente, podemos definir quando um evento A é de conhecimento comum.

Definigao 28 Conhecimento Comum

Se o individuo i sabe que o evento A ocorreu e (sabe que os indivivuos j's sabem que)™ o evento A ocorreu
e que, para todo m > 1, quando:

Seja Ka = NKpi(A), Ym > 1.

Diz-se que o evento A é de conhecimento comum caso w' seja o estado da natureza se w' € K 4.

Proposicao 7 NK,,;(A) é independente de 1.

Prova. Omitida. =

Definigao 29 Particao mais fina
ILAIL; € a particio mais fina se I; e II; sao refinamentos desta (i.e., subparticoes).

Digamos que ocorreu w’. A seguinte proposicao estabelece as condigoes sob as quais a ocorréncia deste
estado revela que um evento A é de conhecimento comum.

Proposigao 8 w € K4 <= Jw € B, B ¢ a unido dos elementos de II;A...All,, e B C A.

Prova. Omitida. =

A.1 Uma Critica & Nocao de Conhecimento que estd Embutida nos Conceitos de
Equilibrios Apresentados

Vimos que se o conjunto de combinagoes estratégicas que resiste & eliminacgao iterada de estratégias estritamente
dominadas for constituida por mais de um elemento, entdo o conceito de equilibrio de Nash nos permite
alcancar um conjunto mais restrito de combinacoes estratégicas, que poderao representar a solucao de um
jogo. O seguinte exemplo, discutido inicialmente na tese de Doutorado de Werlang (1986), e apresentado
em Dow-Werlang (1994), nos leva a desconfiar se, de fato, os jogadores aplicam estes conceitos em todas as
circunstancias.
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Exemplo 25 (Werlang (1986), Dow-Werlang (1994))
Considere que no jogo abaizo as utilidades dos jogadores sao avaliadas em unidades monetdrias:

2
e d

1 ¢ (10°,106) (—10°,10% — @) a,e >0
b (10% —¢,105) (10% —¢,106 — o)

Se aplicando o 2° principio de racionalidade ndo podemos afirmar nada para o jogador 1, mas, por outro
lado, podemos concluir que o jogador 2 ird escolher a estratégia e. Se considerarmos o axioma do conhecimento
entdo o jogador 1 sabendo que o jogador 2 é racional ird escolher a estratégia c.

Assim utilizando o fato que os jogadores sao racionais e o jogador 1 sabe que o jogador 2 é racional
podertamos concluir que a combinagdo de estratégias (c, e) representard a solugio do jogo.

O que este exemplo mostra é que a no¢ao de conhecimento que nos permite alcangar solugoes dos jogos, ou
equilibrios de Nash, ¢ muito forte, pois exige um grau de conhecimento (expresso através da palavra ”saber”)
muito elevado'’. Note que, do ponto de vista do jogador 1, dependendo do conhecimento que ele tenha a
respeito de seu adversdrio, quanto menor for o valor de v mais tentado ele estard em mudar para a estratégia
b que lhe garantird 10% — ¢ ao certo, o que nos levaria a duvidar que a combinacio de estratégias (c,e) venha
a ser, um bom previsor do comportamento dos jogadores deste jogo.

A literatura de Incerteza Knightiana ndo trabalha com hipéteses tao fortes a respeito do grau de conhec-
imento dos agentes, tratando-se, portanto, de um conceito mais fraco do que os apresentados até aqui, mas
que, como veremos, nos permitem explicar o desvio de comportamento em jogos nao cooperativos.

B Apéndice Matemadtico

B.1 Teorema do Maximo para Correspondéncias

O Teorema do Maximo de Berge estabelece as condigGes sob as quais podemos assegurar a existéncia de um
méximo quando trabalhamos com correspondéncias. Iniciaremos apresentando a definicao de correspondéncia
e duas definigoes de semicontinuidades que a ela estao associadas: superiormente e inferiormente, que servirao
de base para a definicao de uma correspondéncia continua

B.1.1 Correspondéncias Semicontinuas Superiormente e Inferiormente

Uma correspondéncia é uma funcio ¢ : X — 2¥ (onde 2¥ é o conjunto das partes de Y, i.e. é o conjunto de
subconjuntos de Y ) que associa cada elemento do dominio & um conjunto e ndo a somente um ponto, p.ex.
XCR™eY CR"™

Como nés definimos a ”continuidade” para uma correspondéncia?

O passo inicial consiste em definir, precisamente, semi continuidade superiormente e semicontinuidade
inferiormente de uma correspondéncia.

Definigao 30 Semicontinuidade Superiomente (Def:1.8.d em Debreu, 1959)
Uma correspondéncia ¢ : X —Y (p.ex. X CR™ e Y CR"™) é "semicontinua superiormente em x” sempre
que as sequintes trés condigoes forem satisfeitas para quaisquer duas sequéncias {xn} e {yn} :
(i) x, — x
(it) Yn € @(an)
(iii) yn — y
Entao serd também verdade que:
(iv) y € p(z).
Se ¢ é "semicontinua superiormente em x” para todo x € X, entao ela é "semicontinua superiormente”

100 conceito de "saber” tem a propriedade da omnisciéncia légica, i.e., se sei um conjunto de axiomas, entdo também, sei todas
as regras légicas que estao por tras.
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Intuitivamente, nés podemos ver este critério graficamente na figura 1: dado uma sequéncia {y, } no grafico
da correspondéncia que se aproxima de algum ponto y, serd que este ponto y permanece no grafico de p(z)?
Se for este o caso, entao a correspondéncia é ”semicontinua superiormente”. Nés podemos ver isto na figura
abaixo onde qualquer sequéncia {y,} desenhada no gréfico da correspondéncia ird se aproximar de um ponto
(p-ex. y) pertencente ao grafico da correspondéncia.

e

P, |9lx)

Figura 1

Seguiremos com um teorema interessante:

Teorema 3 (Grdfico Fechado)
Seja p : X — Y uma correspondéncia, onde X, Y C R™ sdao compactos. Entdo,p é semicontinua superior-

mente.se e somente se o grifico de @ é fechado, i.e. G, = {(z,y) € X xY /y € p(x)} é um conjunto fechado
em R™ x R™.

Prova. Omitida =

Definigao 31 Semicontinuidade Inferiormente (Def:1.8.e em Debreu, 1959)
Uma correspondéncia ¢ : X =Y (p.ex. X CR™ eY CR"™) é "semicontinua inferiormente em x” sempre
que as sequintes trés condigoes forem satisfeitas para quaisquer duas sequéncias {xn} e {yn} :
(i) x, — x
(it) Yn € @(an)
(ii) y € p(z)
Entao é também verdade que: (iv) y, — y.
Se ¢ é "semicontinua inferiormente em x” para todo x € X, entdo ela é "semicontinua inferiormente”

Intuitivamente, nés podemos ver este critério graficamente novamente, desta vez na figura 2: dado um
ponto y € ¢(x) no grafico, existe uma sequéncia {y, } no gréfico da correspondéncia que se aproxima dele? Se
for este o caso, entdo a correspondéncia é "semicontinua inferiormente”. Na figura inicial 1, nés nao temos
uma correspondéncia semicontinua inferiormente em x pois o ponto y € ¢(z) nao pode ser aproximado a partir
da direita por uma sequéncia de pontos no grafico. Entretanto, na figura 2, a correspondéncia é semicontinua
inferiormente na medida que qualquer ponto y em @(z) é aproximado através de qualquer lado por uma
sequéncia {y,} no gréfico. Entretanto, o gréfico abaixo ndo é semicontinuo superiormente como, p.ex., nos
podemos imaginar uma sequéncia no gréfico aproximando de 3’ ainda que y’ ¢ p(z).
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Xp X w;.;
Figura 2

Notemos que, com o gréfico fechado, teremos uma correspondéncia semicontinua superiormente, mas nao
terei uma correspondéncia semicontinua inferiormente, pois existem sequéncias que convergem por um lado
que nao convergirao por outro.

Podemos, agora, definir a continuidade de uma correspondéncia.

B.1.2 Correspondéncias Continuas e o Teorema de Berge

Definigao 32 Continuidade (Def. 1.8. f em Debreu, 1959)
Uma correspondéncia ¢ : R™ — R™ é “continua” se ela for tanto semicontinua superiormente como também
semicontinua inferiormente para todo x € R™.

Desse modo, nas figuras anteriores, as correspondéncias nao sdo continuas pois a primeira sé é semicontinua
superiormente (mas nao é semicontinua inferiormente) enquanto que a segunda é semicontinua inferiormente
(mas nao é semicontinua superiormente).

O seguinte teorema (devido a Berge) é muito usual.

Sejam f:R" xR™ - Rep:R™ — R” (ie. féuma funcio e ¢ uma correspondéncia). Entdo definamos:
f(t) = max f(z,t) t.q. z € p(z)
F(t) = argmax f(z,t) t.q. « € p(x).

Desse modo, f(t) é uma fungéo e F(t) é¢ uma correspondéncia (por ” arg max” leia-se ”o argumento () que
maximiza f(x,t)”). Entao o seguinte vale:

Teorema 4 Teorema de Berge (Th 1.8.4 em Debreu, 1959)
Se f(x,t) é uma fungdo conjunta continua e p(x) é uma correspondéncia que é tanto semicontinua superi-
ormente como também semicontinua inferiormente (i.e. uma correspondéncia continua), entdo:
(i) f(t) é uma funcdo continua e
(i) F(t) é uma correspondéncia semicontinua superiormente.
Prova. Omitida. Ver Hildebrand (1974): p.30) ou Border (1985:p.64) m
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B.2 Teoremas de Ponto Fixo

Os teoremas de ponto fixo estao entre os melhores instrumentos que os economistas utilizam para provas de
teoremas de existéncias. Um dos teoremas de ponto fixo mais antigos - o teorema do ponto fixo de Brower
- foi desenvolvido em 1910 e em 1928 foi utilizado por John von Neumann para provar a existéncia de uma
solu¢do ”"minimax” em jogos com duas pessoas (0 que era equivalente a provar a existéncia de um ponto de
sela). von Neumann (1937) utilizou uma generalizagdo do teorema de Brouwer para provar a existéncia de um
outro ponto de sela - desta vez para um crescimento econémico balanceado para sua economia estendia. Esta
generalizagdo foi mais tarde simplificada por Kakutani (1941). Trabalhando em um contexto de Teoria dos
Jogos, John Nash (1950) esteve entre os primeiros a utilizar o Teorema do ponto fixo de Kakutani.

B.2.1 Preliminares: O Teorema do Valor Intermedidrio

Teorema 5 Teorema do Valor Intermedidrio (Bolzano)
Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, onde [a,b] é um subconjunto ndo-vazio, compacto, convero de R
e f(a) x f(b) <0, entdo existe um z* € [a,b] tal que f(z*) =0.

Prova. (i) Suponha f(a) > 0, entdao isto implica f(b) < 0. Definam M+ = {z € [a,b] / f(z) > 0} e
M~ ={z € [a,b] / f(z) < 0}. Por continuidade de f em um conjunto conexo [a,b] C R, entao M+ e M~
sao fechados e M N M~ # (). Suponha que nao. Suponha MT™ N M~ = () entao x € M+ =z ¢ M~ e
€M™ =x¢ M. Mas MT UM~ = [a,b], que implica que M~ = (M™)¢. Mas como M+ é fechado, entao
M~ & aberto. Uma contradigdo. Desse modo, M+t NM™ # (), i.e. existe um x* € [a,b] tal que z* € MTNM™,
i.e. existe um x* tal que f(z*) <0e f(z*) > 0. Desse modo, existe um z* € [a,b] tal que f(z*) =0. m

No6s podemos seguir com a seguinte demosntragao:

Coroldrio 2 Seja f: [0,1] — [0,1] uma fungdo continua. Entdo, existe wm ponto fizo, i.e. Iz* € [0,1] tal que

fa) ="

Prova. Existem duas possibilidades essenciais:
(i) se f(0) =0 ou se f(1) =1, entdo estd provado.
(i) Se f(0) #0 e se f(1) # 1, entdo defina F(z) = f(z) — . Neste caso:
F(0) = f(0) =0 =f(0) >0
F1)=f1)-1<0
Desse modo, F' : [0,1] — R, onde F(0) x F(1) < 0. Como f(-) é continua, entdo F(-) é também continua.
Entéo utilizando o Teorema do Valor Intermedidrio, 3z* € [0,1] tal que F(z*) = 0. Pela defini¢do de F(-),
entdo F(z*) = f(z*) — 2* = 0, desse modo f(z*) =z*. =m

B.2.2 O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

O teorema do ponto fixo de Brouwer (Th. 1.10.1 em Debreu, 1959) é uma generalizagdo do coroldrio do
Teorema do Valor Intermedidrio estabelecido acima. Especificamente:

Teorema 6 Teorema do Ponto Fixo (Brouwer)
Seja f : S — S uma fungao continua de um conjunto néio-vazio, compacto e convero S C R™ nele mesmo,
entdao existe um x* € S tal que x* = f(z*) (i.e. x* é um ponto fixo da funcgdao f).

Prova. Omitida. Ver Nikaido (1968: p.63), Scarf (1973: p.52) ou Border (1985:p.28). m

Desse modo, o coroldrio anterior ¢ simplesmente um caso especial (onde S = [0,1]) do teorema do ponto
fixo de Brouwer. A intuigdo pode ser extraida da figura 3 onde nés temos uma fung¢do f que mapeia de [0, 1] a
[0,1]. No ponto d, obviamente z" estd associado a " = f(a’) e 2’ # 2", desse modo d néo é um ponto fixo. f
intercepta a linha de 45° em 3 pontos - a, b e ¢ - todos os quais representam diferentes pontos fixos como, por
exemplo, no ponto a, * = f(x*).
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Figura 3

B.2.3 O Teorema do Ponto Fixo de Kakutani

Teorema 7 Teorema do Ponto Fizo de Kakutani

Seja ¢ 1 S — S uma correspondéncia semicontinua superiormente de um conjunto ndo-vazio, compacto e
converoS C R™ nele mesmo tal que para todo x € S, o conjunto p(x) é convexo e ndo-vazio, entdo ¢(-) tem
um ponto fizo, i.e. existe um x* onde z* € p(z*).

Prova. Omitida. Ver Nikado (1968: p.67) ou Border (1985: p.72) m

N6s podemos ver isto na figura 4 abaixo onde S = [0.1] e a correspondéncia ¢ é obviamente semicontinua
superiormente e assume valores convexos. Obviamente, nds trmos um ponto fixo no ponto de interse¢do da
correspondéncia com a linha de 45° no ponto (a) onde z* € p(z*).

'Y
1

)

P
X a
¢
43 !
_ >
0 x* 1
Figura 4

Note a importancia dos valores convexos para este resultado na figura 4: se as porgoes superiores e inferiores
da correspondéncia ¢ nédo fossem conectados por uma linha em ¢(z*) (p.ex. se p(z*) fosse meramente o final
da 7caixa” superior e o final da ”caixa” inferior apenas e desse modo nao teria valores convexos), entdo a
correspondéncia seria ainda semicontinua superiormente (apesar de nao possuir valores convexos) mas ela nao
interceptaria a linha de 45° (desse modo x* ¢ ¢(z*)) e desse modo néo existiria nenhum ponto fixo, i.e. nenhum
x* tal que x* € p(z*). Desse modo valores convexificados é instrumental.

22



